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本講演は次の論文に基づく。
• K. Hayashi, Structural properties and tilting correspondences of

perfectoid towers, arXiv:2605.27283.



§1. パーフェクトイド環
今回のサマースクールのテーマである「関数体の数論」の歴史にも見られ
るように、代数体（混標数）と関数体（正標数）の類似は基本的である。
P. Scholzeが導入したパーフェクトイド理論は、このような類似を捉える
ための道具の一つである。
以下、素数 pを固定し、絶対 Frobeniusを ϕで表す。

定理 1.1 (O. Gabber–L. Ramero1)
可換環Bがパーフェクトイド環⇐⇒ ∃$ ∈ B s.t.

1 p ∈ $pBであり、かつ、Bは$進完備である。
2

B/$pB B/$pB

B/$B B/$pB

ϕ

∼=

3 B[$∞]
∼−→ B[$∞]; x 7→ xp.

1Almost rings and perfectoid spaces, October 1, 2024, Release 8.



混標数パーフェクトイド環に対応する正標数パーフェクトイド環がある2。

定義 1.2
（混標数）パーフェクトイド環Bの傾化 (tilt) を次で定義する。

B[ def
= lim←−

(
B/pB

ϕ←− B/pB
ϕ←− B/pB

ϕ←− · · ·
)

• B[もパーフェクトイド環である。これはB[が完全 Fp代数である、
すなわち、B[の絶対 Frobeniusが全単射であることを意味する。

Fontaineの ]写像と呼ばれる乗法的写像 ] : B[ → Bによって、BとB[を
比較することができる。

命題 1.3
]($[)が$の単元倍となるような元$[ ∈ B[があり、次が成り立つ。

1 B[/$[B[
∼=−→ B/$B.

2 B[[($[)∞]
∼=−→ B[$∞].

2ここでの「混標数」は「正標数でない」くらいの意味。



例 1.4
1 Zp[p

1/p∞ ]∧はパーフェクトイド環で、傾化は FpJT K[T 1/p∞ ]∧.
2 同様にOCpもパーフェクトイド環であり、(OCp)

[ ∼= O ̂Fp((T ))
となる。

3 Zp[ζp∞ ]∧はパーフェクトイド環で、傾化は FpJT K[T 1/p∞ ]∧.
（(1− ζp)

p−1 は pの単元倍であり、かつ、1− ζp の単元倍は p乗根$をも
つことがわかる。）

4 一般に、Scholzeの意味でのパーフェクトイド体K の整数環OK は
パーフェクトイド環であり、(OK)[ ∼= OK[ となる。

5 最初の例の一般化として、標数 pの完全体 kを剰余体にもつ混標数
の完備正則局所環W (k)Jx1, . . . , xdK/(p− f) (f = x1または
f ∈ (x1, . . . , xd)

2 \ {0}) に対し、(
W (k)Jx1, . . . , xdK[x

1/p∞

1 , . . . , x
1/p∞

d ]/(p− f)
)∧

はパーフェクトイド環であり、傾化は(
kJx1, . . . , xdK[x

1/p∞

1 , . . . , x
1/p∞

d ]
)∧

.



近年では、B. Bhatt–P. Scholze3が与えた次の解釈も重要である。
プリズム (A, I)とは、Frobeniusリフト

A A

A/pA A/pA

φ

ϕ

が与えられた（p-torsion freeな）可換環Aと「よい」イデアル I の組。
• (A, I)が完全 def⇐⇒ φが同型。

例 1.5
次の圏同値がある。

{完全プリズム} {パーフェクトイド環}
(A, I) A/I

(W (B[),Ker θ) B

'

ここでW (B[)はWitt環、θ : W (B[)→ Bは Fontaineの θ写像を表す。
3Ann. of Math. (2) 196(3), (2022), 1135–1275.



パーフェクトイド理論の基本定理とも言うべき結果が次である。

概純性定理 (Scholze4, K. S. Kedlaya–R. Liu5)
Bをパーフェクトイド環、B[1p ] ↪→ C ′を有限エタール拡大とすると、
Bの C ′における整閉包 C の p進完備化 Ĉ はパーフェクトイド環である。

• Y. André6は、概純性定理を一般化したパーフェクトイド Abhyankar
の補題を証明し、これを用いて次の定理を導いた。

直和因子予想（→直和因子定理）
正則環R上の有限拡大 Sは、R加群としてRを直和因子にもつ。

この予想は、約 40年もの間、混標数の場合のみが未解決であった。
Andréの仕事を契機として、パーフェクトイド理論は混標数可換環論
にも広く応用され、近年では混標数特異点論の研究が盛んである。
• Bhatt–Scholzeによるプリズムを用いた一般化も知られている。

4Publ. Math. Inst. Hautes Études Sci. 116, (2012), 245–313.
5Astérisque 371, (2015).
6Publ. Math. Inst. Hautes Études Sci. 127, (2018), 1–70.



Bを定義 1.1のようなパーフェクトイド環とする。

定義よりB/$pBの絶対 Frobeniusは全射であるから、

$p
1 ≡ $ mod $pB

となる$1 ∈ Bが存在する。このとき

$p
1 = $ +$pb1 = $u1, u1 := 1 +$p−1b1 ∈ B×.

同様に、$p
2 ≡ $1 mod $pBとなる$2 ∈ Bが存在する。これを繰り返す

ことで、Bの元の列 {$n}n≥1と {un}n≥1で

$pn

n = $un, un ∈ B× (∀n ≥ 1)

なるものを得る7。このときBのイデアル
⋃
n≥1

($n)は有限生成でない。

したがって

7証明には工夫を要するが、より強く、un を nに依存しないようにとることもできる
（すなわち、$ の単元倍の pべき乗根 ($u)1/p, ($u)1/p

2

, . . .が存在する）。



（Fp代数でない）パーフェクトイド環は決してネーター環でない！

しかし、たとえば
(
Zp[p

1/p∞ ]
)∧というパーフェクトイド環は

Zp ⊂ Zp[p
1/p] ⊂ Zp[p

1/p2 ] ⊂ · · · ⊂ Zp[p
1/pi ] ⊂ · · ·

というネーター環の塔の極限（の完備化）である。このような

パーフェクトイド環を近似する（ネーター）環の塔

を公理化したものが、次節で述べるパーフェクトイド塔である。

パーフェクトイド塔を使うと…
1 ネーター環に対しても傾化ができる（定義 2.2）8。
（混標数のネーター環に対応する正標数のネーター環を構成できる）。

2 逆に、ネーター環の理論を用いてパーフェクトイド環を調べるとい
う方向の応用も期待される。

8定義 1.2の傾化は、ネーター環だと面白くない（e.g., (Zp)
[ = (Zp[T ])

[ = Fp）。



§2. パーフェクトイド塔

（※以下の定義 2.1 ∼例 2.5は、§1の定理 1.1 ∼例 1.5とそれぞれ対応している。）

定義 2.1 (伊城–仲里–下元 [1])
可換環の帰納系 {Ri}i≥0 = (R0 → R1 → · · · → Ri → · · · )が
（(R0, pR0)から生じる）パーフェクトイド塔

def⇐⇒ ∃$ ∈ R1 s.t. ∀i ≥ 0

1 pR1 = $pR1, かつ、Riは p進 Zariski的である9。
2

Ri+1/pRi+1　 Ri+1/pRi+1

Ri+1/$Ri+1 Ri/pRi

ϕ

∃Fi

∼=

3 Ri[p
∞] = Ri[p], かつ、FiはRi+1[p

∞]
∼−→ Ri[p

∞]を誘導する。

• R∞ := lim−→i
Riの p進完備化 R̂∞はパーフェクトイド環になる。

9Ri のすべての極大イデアルが pを含むということ。Ri が p進完備なら満たされる。



定義 2.2 (伊城–仲里–下元)
（混標数）パーフェクトイド塔 {Ri}i≥0の傾化 {Rs.[

i }i≥0を次で定義する。

Rs.[
i

def
= lim←−

(
Ri/pRi

Fi←− Ri+1/pRi+1
Fi+1←−−− Ri+2/pRi+2

Fi+2←−−− · · ·
)

• {Rs.[
i }i≥0もパーフェクトイド塔である。これは次を意味する:

{Rs.[
i }i≥0

∼=
(
Rs.[ ↪→ (Rs.[)1/p ↪→ (Rs.[)1/p

2
↪→ · · ·

)
.

定理 2.3 (伊城–仲里–下元)

Ker(Rs.[
0

pr0−−→ R0/pR0)を生成する元 ps.[ ∈ Rs.[
0 があり、次が成り立つ。

1 Rs.[
i /ps.[Rs.[

i

∼=−→ Ri/pRi.
2 Rs.[

i [(ps.[)∞] ∼= Ri[p
∞].

• Fontaineの ]写像を用いた解釈もできる [4]。



例 2.4 (伊城–仲里–下元)
1 例 1.4 (5)のように、混標数の完備正則局所環からパーフェクトイド
塔を構成できる。

2 より一般に、標数 pの完全体 kを剰余体にもつ混標数の完備局所対
数的正則環 (∼= W (k)JN⊕r ⊕QK/(p− f)) からパーフェクトイド塔を
構成できる。たとえば、次のような例がある:

ZpJx, y, zK/(xy − pz) ↪→ ZpJx
1
p , y

1
p , z

1
p , p

1
p K/(x

1
p y

1
p − p

1
p z

1
p ) ↪→ · · · ,

FpJx, y, z, wK/(xy − zw) ↪→ FpJx
1
p , y

1
p , z

1
p , w

1
p K/(x

1
p y

1
p − z

1
pw

1
p ) ↪→ · · · .

3 パーフェクトイド環もパーフェクトイド塔とみなすことができる:

B
id−→ B

id−→ B
id−→ · · · ,

B[ id−→ B[ id−→ B[ id−→ · · · .

次の構成はこれらの例をすべて含み、さらに、正規でも Cohen–Macaulay
でもないネーター環から始まるパーフェクトイド塔の例をも与えた。



例 2.5 (石塚 [2], 伊城–下元 [3])
適切なプリズム (A, I)からパーフェクトイド塔を構成できる:

A/I
φ−→ A/φ(I)A

φ−→ A/φ2(I)A
φ−→ · · · ,

A/pA
ϕ−→ A/pA

ϕ−→ A/pA
ϕ−→ · · · .

1 A = Zp[q], I = ([p]q = 1 + q + · · ·+ qp−1)とすると

Zp[ζp] ↪→ Zp[ζp2 ] ↪→ Zp[ζp3 ] ↪→ · · · ,

FpJT K ↪→ FpJT K[T 1/p] ↪→ FpJT K[T 1/p2 ] ↪→ · · · .

2 A = ZpJx, y, zK/(xy, xz), I = (p− x)とすると

ZpJy, zK/(py, pz) ↪→ ZpJy
1
p , z

1
p K/(p

1
p y

1
p , p

1
p z

1
p ) ↪→ · · · ,

FpJx, y, zK/(xy, xz) ↪→ FpJx
1
p , y

1
p , z

1
p K/(x

1
p y

1
p , x

1
p z

1
p ) ↪→ · · · .

これは、単体複体∆から定まる p-Stanley–Reisner環 ZpJ∆Kに対して
一般化できる。



Sを混標数のネーター局所整域とする。

定理 2.6 (Y. André, Gabber–Ramero, 下元10)
S上の（big Cohen–Macaulay 代数であるような）パーフェクトイド環が存在する。

一方で、Sから始まるパーフェクトイド塔が存在するかは未解決である。
（もし肯定的に解決されれば、それは Serreの正値性予想の肯定的解決を導く [3]。）

定理 2.6の証明において鍵となるのはパーフェクトイド Abhyankarの補題
である。この原点である G. Faltings11の概純性定理 (cf. §1) と関連して、
F. Andreatta12による分岐理論を用いた議論を参考に次の結果を得た。

定理 2.7 (伊城–H.–下元 [4])
Sは正則局所環R上の正規局所整域で、R[1p ]→ S[1p ]はエタールであると
する。SiをRiの (Ri ⊗R S)[1p ]における整閉包とする。このとき

∃ε ∈ Q ∩ (0, 1) ∃N ≥ 0 s.t. SN → SN+1 → · · · はパーフェクトイド塔。

10Math. Ann. 372 (3-4), (2018), 1167–1188.
11J. Amer. Math. Soc. 1, (1988), 255–299. Astérisque 279, (2002), 186–270.
12Ann. Sci. Éc. Norm. Supér. (4) 39, (2006), 599–647.



§3. 主結果
ネーター局所環 (R,m)に対して

Krull次元 dim(R), 埋込次元 edim(R) := dimR/m(m/m2), 深度 depth(R)

などの不変量が定まり、これらを用いて

正則 (=⇒) 完全交叉 (=⇒) Gorenstein (=⇒) Cohen–Macaulay

などの（環論的）性質が定義される。
{Ri}i≥0を完備ネーター局所環からなるパーフェクトイド塔とする。
このとき、傾化 {Rs.[

i }i≥0も完備ネーター局所環からなる。
そこで、RiとRs.[

i の不変量および性質を比較する。簡単のためR := R0

とRs.[ := Rs.[
0 で考える。次の Koszul複体の同型が本質的である。

定理 A
Rの元の列 x = p, x2, . . . , xnとRs.[の元の列 xs.[ = ps.[, xs.[2 , . . . , xs.[n を
定理 2.3 (1)の同型で対応するようにとる。このとき

K•(x;R) ∼= K•(x
s.[;Rs.[) in D(ModZ).



• K•(p;R) = [R
p−→ R]およびK•(p

s.[;Rs.[) = [Rs.[ ps.[−−→ Rs.[]だから、
n = 1のときの定理 Aは定理 2.3に他ならない。

定理 B
1 dim(R) = dim(Rs.[). edim(R) = edim(Rs.[). depth(R) = depth(Rs.[).
2 Rが正則（resp. 完全交叉、Gorenstein, Cohen–Macaulay）⇐⇒ Rs.[がそう。

• Rが p-torsion free (⇐⇒ Rs.[が ps.[-torsion free）の場合は、埋込次元
と正則性の比較を除くすべての結果は自明である。
• 一般の場合は、R̃ := R/R[p]を用いた次の分解を使って帰着させる:

R
∼=−→ R̃×

(R̃/pR̃)red
(R/pR)red.

p捩れを持つ例として p-Stanley–Reisner環 ZpJ∆K（例 2.5 (2)）を考える。

例 3.1
ZpJ∆Kが Cohen–Macaulay ⇐⇒ FpJ∆Kが Cohen–Macaulay.

等標数においては Reisnerの判定法があるので、後者は∆の位相的ホモロ
ジー群で特徴づけられる。たとえば∆が実射影平面の三角形分割なら、
p = 2を除いて Cohen–Macaulayであることがわかる。
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