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環といえば単位元をもつ可換環のこととする.
pは（固定された）素数を表す.
Zp = lim←−n

Z/pnZ : p進整数環.
Fp = Z/pZ.
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局所環の標数

局所環R = (R,mR)の標数は次の 4パターンある.

Rの標数 R/mRの標数 例
等標数 0 0 0 C[[x]]
等標数 p p p Fp[[x]]
混標数 (0, p) 0 p Zp

混標数 (pn, p) pn p (n ≥ 2) Zp/p
nZp

Rが等標数⇐⇒ Rが体を含む…代数幾何の対象に多い.
Rが等標数 0⇐⇒ Q ↪→ R.
Rが等標数 p⇐⇒ Fp ↪→ R.

混標数の環…整数論の対象に多い.
Rが整域ならば, 混標数 (pn, p)にはならない.
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標数による違い

零標数の世界と正標数の世界とでは異なる現象が現れ得る.
零標数…微積分を利用した解析的手法が役立つ.
正標数…Frobenius射が重要な役割を果たす.

一方から他方へ帰着させる方法の 1つとして, modulo pとWitt環がある.

零標数 正標数

mod p

W (−)

例
1 Zp/pZp

∼= Fp.
2 W (Fp) ∼= Zp.

次に見るように, 混標数の場合は一般に難しいことが多い.
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混標数の難しさ –直和因子予想–

次の主張は 1960年代後半に Hochsterによって予想として提唱された.

定理 (直和因子定理)
Rを正則環, R ↪→ Sを有限拡大とする (e.g., C[x] ↪→ C[x, y]/(y2 − x3)).
このときR ↪→ SはR加群の準同型写像として分裂する.

零標数の場合…体論におけるトレース射を使う（比較的簡単）
正標数の場合…Frobenius射を使って単項式定理を経由 (Hochster)
混標数の場合

dimR ≤ 2の場合は簡単（正規⇒CMだから）
(2002年) Heitmann [?]によって dimR = 3の場合（概可換環論の考
え方）
(2016年) André ([And18a], [And18b]) により一般の場合（概可換環論
とパーフェクトイド幾何学）
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パーフェクトイド幾何学とは

Scholze [Sch12]が混標数の問題を正標数に帰着させる手法として導入.

(−)[ : 混標数 tilt
 正標数

例
K = ̂Qp(p1/p

∞) K[ = F̂p((T )).

[Sch12]の目標はパーフェクトイド体K 上の幾何学.
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定義
パーフェクトイドの概念は少しずつバージョンアップされた.

1 (Scholze [Sch12].) 幾何学的対象として導入.
2 (Fontaine [Fon13].) Banach環の枠組みへの一般化.
3 (Bhatt–Morrow–Scholze [BMS18].) 一般の環の枠組みへの一般化.
今は [BMS18]のものが主流.
環 Sに対し, その tilt が次の Fp代数として定義される.

S[ def
= lim←−(S/pS

Frob←−−− S/pS
Frob←−−− S/pS

Frob←−−− · · · )

定義 ([BMS18, Definition 3.5])
次の条件を満たす環 Sをパーフェクトイド環という.

1 ある π ∈ Sが存在して, p ∈ πpSかつ Sは π進完備 (⇒ p進完備).
2 S/pS上の Frobenius写像 ϕ : S/pS → S/pSは全射である.
3 Fontaineの theta map θ : W (S[)→ Sの核が単項生成.
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簡単な特徴づけ

伊城–仲里–下元 (Gabber–Ramero) らによる簡単な特徴づけがある.

定理 ([GR22, 16.3.75], [INS23, Theorem 3.52])
環 Sがパーフェクトイドであることと, 次の条件を満たすような π ∈ Sが
存在することは同値である.

1 p ∈ πpSかつ Sは π進完備.
2 S/πpS上の Frobenius写像は全単射 S/πS

∼−→ S/πpSを誘導する.
3 Sπ-tor = {x ∈ S | ∃n > 0 s.t. πnx = 0}上の p乗写像は全単射.

Sが p-torsion free (i.e., Sp-tor = 0; e.g., 整域) なら最後の条件は不要.
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例 1（完全Fp代数と絶対整閉包）

標数 pの体K が完全 ⇐⇒ Kp = K.

定義
Fp代数 Sが完全 (perfect) def⇐⇒ Frobenius射 ϕS : S → S; s 7→ spが同型.

例
Fp代数 Sがパーフェクトイド⇐⇒ Sが完全.

したがって, パーフェクトイド環は完全 Fp代数の一般化 である.

例
混標数 (0, p)の整域 Sの絶対整閉包 S+ (i.e., Sの商体Kの代数閉包Kに
おける Sの整閉包) の p進完備化はパーフェクトイド環.
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例 2（正則局所環に付随するパーフェクトイド環）
Rを混標数 (0, p)の完備正則局所環で k := R/mRは完全であるとする.
このとき以下の 2通りが起こる (Cohenの構造定理).

1 p /∈ m2
R (不分岐), R ∼= W (k)[[x2, . . . , xd]].

2 p ∈ m2
R (分岐), R ∼= W (k)[[x1, . . . , xd]]/(p− ∃f).

R∞ :=
⋃
n≥0

Rn, Rn :=

{
W (k)[p1/p

n
][[x

1/pn

2 , . . . , x
1/pn

d ]]

W (k)[[x
1/pn

1 , . . . , x
1/pn

d ]]/(p− f)

=⇒ R∞の p進完備化 R̂∞はパーフェクトイド環 (下元 [Shi16]).

例

1 R := Zp =⇒ R∞ = Zp[p
1/p∞ ] =

⋃
n≥0 Zp[p

1/pn ].

2 R := Zp[[x, y]]/(p− xy)⇒ R∞ =
⋃

n≥0R[x
1
pn , y

1
pn ], π = x

1
p y

1
p .

3 R := Zp[[x, y]]/(p−x2−y2)⇒ R∞ =
⋃
n≥0

R[x
1
pn , y

1
pn ], π = x

2
p +y

2
p .
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Big Cohen-Macaulay予想の解決

Andréはパーフェクトイド Abhyankarの補題 [And18b]を使って直和因子
予想を解決した.
同時に big Cohen-Macaulay予想も解決した [And18a].

定理 (Big Cohen-Macaulay定理)
任意のネーター局所環は big Cohen-Macaulay代数を持つ.

Cohen-Macaulay…超曲面特異点を含むある種の特異点のクラス.
Big…有限生成とは限らない.
直和因子予想を含むホモロジカル予想の多くが big CM予想から従う.
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動機

パーフェクトイド環は大きすぎるため, ネーター環の理論が使えない.

観察
ネーター環のタワーを構成（ネーター環で近似）することが多い.

Fp代数Rの完全閉包Rperf := lim−→(R
ϕ−→ R

ϕ−→ R
ϕ−→ · · · ).

Zp[p
1/p∞ ] = lim−→(Zp ↪→ Zp[1/p] ↪→ Zp[1/p

2] ↪→ · · · ).

パーフェクトイドタワー…このようなタワーを一般化したもの.
伊城–仲里–下元らによって導入された.
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定義

定義 ([INS23, Definition 3.22])
パーフェクトイドタワーとは, 環の順系

R0
t0−→ R1

t1−→ R2
t2−→ · · ·

とイデアル I0 ⊂ R0の組で次の公理をみたすもの ( 2©以下は ∀i ≥ 0).
1 p ∈ I0.
2 ti : Ri/I0Ri → Ri+1/I0Ri+1は単射.
3 Im(ϕRi+1/I0Ri+1

) ⊂ Im(ti).
4 ϕRi+1/I0Ri+1

が誘導する Fi : Ri+1/I0Ri+1 → Ri/I0Riは全射.
5 Riは I0進 Zariskian.
6 I0:単項, ∃I1 ⊂ R1:単項 s.t. Ip1 = I0R1, Ker(Fi) = I1(Ri+1/I0Ri+1).
7 I0(Ri)I0-tor = (0)かつ Fi|(Ri+1)I0-tor : (Ri+1)I0-tor

∼−→(Ri)I0-tor.
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パーフェクトイドタワーの例

1 被約 Fp代数Rから作られるパーフェクトタワー (I0 = (0)).
R

ϕ−→ R
ϕ−→ R

ϕ−→ · · · .
2 完備正則局所環から作られるもの (I0 = (p)).

Zp ↪→ Zp[p
1/p] ↪→ Zp[p

1/p2

] ↪→ · · · .
3 完備局所 log正則環から作られるもの (I0 = (p)).

Zp[[Q⊕ Nr]] ↪→ Zp[[
1
p (Q⊕ Nr)]] ↪→ Zp[[

1
p2 (Q⊕ Nr)]].

Q = 0とすれば 2©.
因子類群への応用において重要な例.

定理 ([INS23, Corollary 3.54])
R∞ := lim−→i≥0

Riの I0進完備化 R̂∞はパーフェクトイド.
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パーフェクトイドタワーの tilting

定理 ([INS23, Definition 3.31, Theorem 3.37, Lemma 3.41])
パーフェクトイドタワーR0 → R1 → R2 → · · · の small tilt

Rs.[
0 → Rs.[

1 → Rs.[
2 → · · · , Is.[0 ⊂ Rs.[

0

について, 任意の i ≥ 0に対し
1 Rs.[

i /Is.[0 Rs.[
i

∼−→ Ri/I0Ri.
2 (Rs.[

i )Is.[0 -tor
∼= (Ri)p-tor.

Riがネーター環ならRs.[
i もそう.

small…ネーター.
I0 = (f0), Is.[0 = (f s.[

0 )とすれば 1©& 2©は次を意味する.

Hq(f
s,[
0 ;Rs,[

i )
∼−→ Hq(f0;Ri) ∀q ≥ 0.
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Kunzの定理

定理 ([Kun69, Theorem 2.1, Corollary 2.4])
ネーター Fp代数Rが正則⇐⇒ ϕR : R→ Rが（忠実）平坦.

これは正標数の特異点論の出発点として基本的である:

系 ([Kun76, Theorem 2.5])
Frobenius射が有限射であるようなネーター Fp代数Rは優秀環.

Fp代数Rに対し, その完全閉包 (perfect closure, (direct) perfection)

Rperf = lim−→(R
ϕ−→ R

ϕ−→ R
ϕ−→ · · · )

は完全 Fp代数である.

例
Fp[x]perf =

⋃
n≥0 Fp[x

1/pn ] = Fp[x
1/p∞ ].
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Kunzの定理の p進類似

完全閉包を用いて Kunzの定理を再定式化できる.

定理 (Kunz)
ネーター Fp代数Rについて次は同値.

1 Rは正則.
2 完全 Fp代数Rperf への標準的射R→ Rperf は（忠実）平坦.

Bhatt–Iyengar–Maらはこの混標数版を証明した.

定理 ([BIM19, Theorem 4.7])
p ∈ rad(R)であるようなネーター環Rについて次は同値.

1 Rは正則.
2 パーフェクトイド環Aへの忠実平坦射R→ Aが存在する.

1© ⇒ 2© : 適当な reductionの後, Aを例 2の R̂∞と取る.
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応用

応用として, Rperf とR+を使った正則性の判定法が得られる.

定理 ([BIM19, Theorem 4.13], [Bha20])
次の条件のいずれかをみたす優秀局所整域Rは正則である.

1 Rは Fp代数で, ある i ≥ 1に対し TorRi (Rperf , R/mR) = 0.
2 Rは Fp代数で, ある i ≥ 1に対し TorRi (R

+, R/mR) = 0.
3 Rは混標数で, ある i ≥ 1に対し TorRi (R

+, R/mR) = 0.

1©と 2©は既に別の方法で示されていた [AL08].
零標数を含めた正則性の判定法が [MS20]で与えられている.
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PrismaticなKunzの定理

Frobenius射の平坦性を使って環の正則性を特徴付けるという本来の
Kunzの定理の一般化が石塚–仲里らによって示された.

定理 ([IN24, Corollary 5.10])
Rを完備ネーター局所環で k = R/mRの標数は pであるとする. mRの極
小生成系を取って得られる全射A := C(k)[[T1, . . . , Td]]� Rと完全プリ
ズム (A, I)を考える. このとき次は同値.

1 Rは正則.
2 �R/Aの Frobenius持ち上げ ϕ : �R/A → ϕA,∗�R/Aは忠実平坦.

�R/Aは prismatic complexと呼ばれる animated δ-A代数 (一般には
導来 (p, I)完備なA加群のなす∞圏のある可換代数対象).
Bhatt–Scholze [BS22]が導入した prismatic cohomologyを使う.
ϕは混標数における “Frobenius射”と考えられる.
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展望

1 非ネーター環の理論も重要になる.
2 他の分野との結びつきが一層重要になる.

導来代数幾何的な視点 (導来完備化, prismatic cohomology).
関数解析的な視点 (Banach環, Riemannの拡張定理).

下元先生による記事 [下 22]も参照.
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