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概要
東京大学で行われる第 19回可換環論サマースクールのためのノート。整環上の Cohen–Macaulay加群
の例として、Eisenbudの行列因子化を紹介する。まず、超曲面局所環 S/(f)上の Cohen–Macaulay加群
が f の行列因子化で表せるという Eisenbudの定理を示す。次に、この結果を整環を用いて言い換える。

目次
1 Eisenbudの行列因子化定理 1

2 整環を用いた言い換え 8

記号と約束
本稿を通して、次を使う。

• Cohen–Macaulay加群 =極大 Cohen–Macaulay加群
• 可換ネーター環Rに対し、R上の Cohen–Macaulay加群の圏を CM(R), その安定圏を CM(R)で表す。
• 特に断らない限り、加群とは左加群を意味する。
• S : 正則局所環
• f ∈ mS \ {0}
• R := S/(f)

• 例（例 1.6と 1.12）において、k は常に体を表す。

1 Eisenbudの行列因子化定理
今回のサマースクールの主題である Cohen–Macaulay 表現論の目標の一つは、可換 Cohen–Macaulay 局

所環上の Cohen–Macaulay 加群の圏を調べることである。例えば正則局所環 S については、Auslander–

Buchsbaum–Serreの定理によって

CM(S) = proj(S) = {有限生成自由 S 加群 }

が成り立ち、自明なケースであると言ってよい。一方、本稿の対象はそのような正則局所環を非零因子で割っ
た環 R = S/(f)である（超曲面と呼ばれる）。本節では、超曲面局所環上の Cohen–Macaulay加群を調べる
ための手法である行列因子化について、Eisenbudの定理を中心に述べる。
次の観察から始める：
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観察 1.1. M ∈ CM(R)とし、その S 上の自由分解

· · · → F2 → F1 → F0 →M → 0

を考える（各 Fi は有限生成自由 S 加群）。F1 → F0 の核をとって得られる S 加群の短完全列 0 → ΩSM →
F0 →M → 0に対し、depth lemmaより

depthS(ΩSM) ≥ min{depthS(F0), depthSM + 1}

が成立する。ここで
• depthS(F0) = depthS = dimS

• depthSM = depthRM = dimR = dimS − 1

なので、depthS(ΩSM) ≥ dimS, したがって ΩSM ∈ CM(S) = proj(S) である。よって、ΩMS → F0 を
φ : F → Gと書くと、M の S 上の自由分解として

0 → F
φ−→ G→M → 0

という形のものが得られる。さらに、M がR = S/(f)加群であることからM
f−→M は零射なので、核の普遍

性より次の図式を可換にする S 線形写像 ψ : G → F が存在する（ψ の左上の三角形の可換性は下の F
φ−→ G

の単射性から従う）。
0 F G M 0

0 F G M 0

φ

f× f×ψ f×=0

φ

つまり、φ,ψ は
φψ = f · 1G, ψφ = f · 1F (1.1)

を満たす。

この観察から、次の定義に行き着く：

定義 1.2. f の行列因子化とは、有限生成自由 S 加群の準同型の組 (φ : F → G,ψ : G→ F )であって式 (1.1)

を満たすもののことである。

注意 1.3. 有限生成自由加群の間の線形写像は（基底を決めることで）行列として表された。「f の行列因子
化」という名前は、式 (1.1)のように f（を対角成分に並べた行列）が行列（として表すことのできる）φ,ψ
によって分解されるという様子から来ている。

このとき観察 1.1は次のようにまとめられる：

命題 1.4. 任意のM ∈ CM(R)に対して f のある行列因子化 (φ,ψ)が存在して Cok(φ) ∼=M となる。■

注意 1.5. (φ : F → G,ψ : G→ F )を f の行列因子化とする。
(1) (ψ,φ)も f の行列因子化である。
(2) φと ψ は単射である（φψ = f · 1F が単射だから）。
(3) rkS(F ) = rkS(G)である（S の商体をテンソルして (2)を使う）。

例 1.6. (1) (0, 0) = (0 → 0, 0 → 0)はいつでも f の行列因子化である。
(2) (1S , f) = (S

1S−→ S, S
f−→ S)および (f, 1S)はいつでも f の行列因子化である。

(3) f = xy ∈ S = k[[x, y]]に対して、(x, y) = (S
x−→ S, S

y−→ S)は f の行列因子化である。
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(4) f = xy ∈ S = k[[x, y, z]]に対して、次は f の行列因子化を与える。([
x z
0 y

]
,

[
y −z
0 x

])
(5) f = x2 + yn ∈ S = k[[x, y]]に対して、次は f の行列因子化を与える。([

yi −x
x yn−i

]
,

[
yn−i x
−x yi

])
(1 ≤ i ≤ n)

これから f の行列因子化と R加群の関係を見ていく。そのためにまず、行列因子化の圏を定義する。

定義 1.7. f の行列因子化のなす圏MFS(f)を以下のように定義する。
• MFS(f)の対象は、f の行列因子化 (φ,ψ)である。
• f の行列因子化 (φ,ψ) = (φ : F → G,ψ : G → F ), (φ′, ψ′) = (φ′ : F ′ → G′, ψ′ : G′ → F ′)に対して、
(φ,ψ)から (φ′, ψ′)への射は S 線形写像の対

(α, β) = (α : F → F ′, β : G→ G′)*1

であって、
F G F

F ′ G′ F ′

φ

α

ψ

β α

φ′ ψ′

(1.2)

を可換にするものとする。
• 射 (α, β) : (φ,ψ) → (φ′, ψ′) および (α′, β′) : (φ′, ψ′) → (φ′′, ψ′′) の合成を (α′, β′) ◦ (α, β) := (α′ ◦
α, β′ ◦ β)で定義する。

• 対象 (φ,ψ) = (φ : F → G,ψ : G→ F )の恒等射は (1F , 1G)で与えられる。

注意 1.8. 行列因子化の射であることを示す際には、図式 (1.2)の片方の四角形の可換性のみ確かめれば十分
である。実際、注意 1.5 (1)より右側の四角形が可換と仮定しても一般性を失わず、また注意 1.5 (2)より ψ′

は単射なので右下の F ′ まで行って一致していればよいが、それは右側の四角形の可換性（仮定より）と外側
の四角形の可換性（αと ψφ = ψ′φ′ = f · 1F ′ が可換より）から従う。

命題 1.9. MFS(f)は加法圏になる。

証明. 素直に示されるが、概要だけ書いておく。
• f の行列因子化 (φ : F → G,ψ : G → F ), (φ′ : F → G,ψ′ : G → F ) の間の射 (α1, β1), (α2, β2) ∈
MFS(f)((φ,ψ), (φ

′, ψ′))に対して、和を

(α1, β1) + (α2, β2)
def
= (α1 + α2, β2 + β2)

と定義する。このとき、(0 : F → F ′, 0: G → G′) を零元として MFS(f)((φ,ψ), (φ
′, ψ′)) はアーベル

群となる。
• MFS(f)の零対象は例 1.6 (1)の行列因子化 (0, 0)で与えられる。
• f の行列因子化 (φ,ψ), (φ′, ψ′) ∈ MFS(f)に対し、直和 (φ,ψ)⊕ (φ′, ψ′)は成分ごとの直和

(φ,ψ)⊕ (φ′, ψ′)
def
= (φ⊕ φ′, ψ ⊕ ψ′)

*1 [Yos]や [LW]の記法に従うなら (β, α)と書くのが正しく、αと β の順番が逆なので比較して読むときは注意。この記法を採用し
た理由は、φ,ψ の順に α, β と並んだ方が見やすいと考えたからである。
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=

([
φ 0
0 φ′

]
,

[
ψ 0
0 ψ′

])
で与えられる。

定理 1.10 ([Yos, (7.4) THEOREM]). 加法関手 Cok: MFS(f) → ModS を次で定義する。
• (φ,ψ) ∈ MFS(f)に対して Cok(φ,ψ) := Cokφ.

• (α, β) : (φ,ψ) → (φ′, ψ′) に対して Cok(α, β) : Cok(φ,ψ) → Cok(φ′, ψ′) を次の図式を可換にする一
意的な射と定義する。

F G Cokφ 0

F ′ G′ Cokφ 0

φ

α β Cok(α,β)

φ′

このとき、この関手は圏同値
MFS(f)/[(1S , f)]

≃−→ CM(R)

を誘導する。

証明. (φ : F → G,ψ : G → F ) ∈ MFS(f) に対して、M := Cok(φ,ψ) = Cokφ ∈ CM(R) であることを示
す。まず、以下の可換図式より f ·M = 0がわかるので、M は R = S/(f)加群である。

0 F G M 0

0 F G M 0

φ

f× f×ψ f×

φ

さらに、depth lemmaより

depthSM ≥ min{depthS F − 1, depthS G} = depthS − 1,

すなわち depthRM ≥ dimRが成り立つのでM ∈ CM(R)である。
以上より加法関手 Cok: MFS(f) → CM(R) が得られたが、命題 1.4 よりこれは本質的全射である。そこ

で、あとは Ker(Cok) = [(1S , f)]であることを示せばよい。
(⊃) Cok(1S , f) = Cok(1S) = 0より従う。
(⊂) (α, β) ∈ MFS(f)((φ,ψ), (φ

′, ψ′))が Cok(α, β) = 0を満たすとすると、核の普遍性より次の点線 γ が
誘導される。

0 F G Cok(φ,ψ) 0

0 F ′ G′ Cok(φ′, ψ′) 0

φ

α βγ Cok(α,β)=0

φ′

このとき (α, γ) : (φ,ψ) → (1F ′ , f · 1F ′)は行列因子化の射である*2：

F G F

F ′ F ′ F ′

φ

α

ψ

γ α

f

*2 左側の四角形の可換性から注意 1.8より右側の四角形も可換となる。
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また (1F ′ , φ′) : (1F ′ , f · 1F ′) → (φ′, ψ′)も行列因子化の射である：

F ′ F ′ F ′

F ′ G′ F ′

f

φ′

φ′ ψ′

そして (α, β)が次のように (1F ′ , f · 1F ′) = (1S , f)
⊕n, n := rkS(F

′), を経由することがわかる：

F G F

F ′ F ′ F ′

F ′ G′ F ′

α

φ

α

β

ψ

γ

α

α

φ′
f×

φ′ ψ′

(φ,ψ)

(1S , f)
⊕n

(φ′, ψ′)

(α,β)

(α,γ)

(1F ′ ,φ′)

注意 1.11. 証明のM = Cok(φ,ψ) ∈ CM(R)の部分について、本稿では観察 1.1の逆を辿るという証明を採
用したが、教科書 [Yos]では

· · · → F ⊗S R
φ⊗SR−−−−→ G⊗S R

ψ⊗SR−−−−→ F ⊗S R
φ⊗SR−−−−→ G⊗S R→M → 0

がM の R上の自由分解であることの帰結として（depth lemmaから）M ∈ CM(R)であることを示してい
る。M が周期 2の自由分解を持つというこの結果は、R上の syzygyが周期 2, すなわち Ω2

R
∼= idCM(R) であ

るということを意味している。

例 1.12. (1) S = k[[x]], f = xn (n ≥ 1) とする。1 ≤ i ≤ nに対し、f の行列因子化 (xi, xn−i)に対応す
る R加群は S/(xi)であり、MFS(f)で考えれば明らかなようにこれは直既約である。サマースクール
にて示されたように、実は ind(CMR) = {S/(xi) | 1 ≤ i ≤ n}である。

(2) S = k[[x, y, z]], f = x2 + yz とする。このとき、f の行列因子化([
x y
z −x

]
,

[
x y
z −x

])
に対応する R加群は (x, y)Rである。言い換えれば、

R2
[
x y
z −x ]−−−−−→ R2 [ x y ]−−−→ R

は R 加群の完全列である。これは素直に示されるが、一応詳細に書いておく。以下、S の元と
R = S/(f)の元を区別せず書く。t[a1, a2] ∈ R2 が xa1 + ya2 = (x2 + yz)b, b ∈ S, を満たすとする。
f = x2 + yz を法として考えてよいので、ai = ci(y, z) + di(y, z)x (ci, di ∈ k[[y, z]]) としてよい。し
たがって b ∈ k[[y, z]]であり、

x2d1(y, z) + x(c1(y, z) + yd2(y, z)) + yc2(y, z) = x2b(y, z) + yzb(y, z)

となる。よって 
d1(y, z) = b(y, z)

c1(y, z) + yd2(y, z) = 0

yc2(y, z) = yzb(y, z)
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であり、これから [
a1
a2

]
=

[
xb(y, z)− yd2(y, z)
zb(y, z) + xd2(y, z)

]
=

[
x y
z −x

] [
b(y, z)
d2(y, z)

]
となる。

次に、安定圏 CM(R)と行列因子化の関係を見る。

定義 1.13. f の行列因子化 (φ,ψ)が被約であるとは、Im(φ) ⊂ mGかつ Im(ψ) ⊂ mF , すなわち φ,ψ を行
列として表したときの成分がすべて非単元であるときにいう。

注意 1.14. (φ,ψ)が f の行列因子化のとき、基本変形によって、正則行列 P,Q ∈ GLn(S)が存在して

PφQ =

[
Er 0
0 φ′

]
, (φ′の成分) ⊂ mS

とできる。つまり、被約という言葉は行列としての被約から来ていると思われる。

例 1.15. 例 1.6のうち、自明な行列因子化 (0, 0), (1S , f), (f, 1S)は被約でないが、他はすべて被約である。

補題 1.16. (φ,ψ) ∈ MFS(f)が被約なら、Cok(φ,ψ) = Cokφは Rを直和因子に持たない。

証明. R加群として Cok(φ) ∼= R⊕N , N ∈ CM(R), と直和分解されたと仮定すると、

MFS(f)
≃−→ CM(R),

(φ,ψ) 7→ Cokφ,

(f, 1S) 7→ R,

(φ′, ψ′) 7→ N

より、MFS(f)において
(φ,ψ) ∼=

([
f 0
0 φ′

]
,

[
1S 0
0 ψ′

])
であるが、1S /∈ mS より右辺は被約でないので (φ,ψ)も被約でない。

命題 1.17. (φ,ψ) ∈ MFS(f)とする。
(1) 被約な行列因子化 (φ0, ψ0) ∈ MFS(f)と整数 p, q ≥ 0が存在して、MFS(f)において

(φ,ψ) ∼= (φ0, ψ0)⊕ (1S , f)
⊕p ⊕ (f, 1S)

⊕q

と直和分解される。
(2) CM(R)が Krull–Schmidt圏（例えば S が完備）なら、(1)の分解は同型を除いて一意的であり、特に、

(φ,ψ)が被約であることと (1S , f), (f, 1S)を直和因子に持たないことは同値である。

証明. (1) (φ : Sn → Sn, ψ : Sn → Sn)とする。基本変形によって、正則行列 P,Q ∈ GLn(S)が存在して

PφQ =

[
Er 0
0 φ′

]
, (φ′の成分) ⊂ mS

とできる。このとき Cok(φ′) は Cok(φ) ∈ CM(R) の直和因子に同型だから、(φ′, ψ′) ∈ MFS(f) となる
ψ′ : Sn−r → Sn−r が存在する。すると

Sn Sn Sn

Sn Sn Sn

φ

Q−1 ∼=

ψ

P ∼= Q−1 ∼=

[
Er 0
0 φ′

] [
fEr 0
0 ψ′

]
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という可換図式が得られる（注意 1.8）から、MFS(f)において

(φ,ψ) ∼=
([
Er 0
0 φ′

]
,

[
fEr 0
0 ψ′

])
∼= (Er, fEr)⊕ (φ′, ψ′)

∼= (1S , f)
⊕r ⊕ (φ′, ψ′)

この議論を (ψ′, φ′) ∈ MFS(f) に対して行うと、整数 s ≥ 0 と行列因子化 (ψ′′, φ′′) ∈ MFS(f) が存在して、
(ψ′′の成分) ⊂ mS かつ

(ψ′, φ′) ∼= (1S , f)
⊕s ⊕ (ψ′′, φ′′)

が成り立つ。すると、(φ′の成分) ⊂ mS より (φ′′の成分) ⊂ mS で、

(φ,ψ) ∼= (1S , f)
⊕r ⊕ (φ′, ψ′)

∼= (1S , f)
⊕r ⊕ (f, 1S)

⊕s ⊕ (φ′′, ψ′′)

が成り立つ。ここで (φ′′, ψ′′)は被約なので、これが求める分解である。
(2) (φ,ψ)が被約行列因子化 (φ0, ψ0), (φ

′
0, ψ

′
0)と整数 p, q, r, s ≥ 0を用いて

(φ,ψ) ∼= (φ0, ψ0)⊕ (1S , f)
⊕p ⊕ (f, 1S)

⊕q

∼= (φ′
0, ψ

′
0)⊕ (1S , f)

⊕r ⊕ (f, 1S)
⊕s (1.3)

と分解されたとする。加法関手 Cok: MFS(f) → CM(R)でうつすと、CM(R)において

Cokφ ∼= Cok(φ0)⊕Rq

∼= Cok(φ′
0)⊕Rs.

ここで、Rは局所環だから R加群として直既約で、補題 1.16より Cok(φ0),Cok(φ
′
0)は Rを直和因子に持た

ない。よって、CM(R)が Krull–Schmidt圏であることから、q = sかつ Cok(φ0) ∼= Cok(φ′
0)である。この

とき、極小自由分解の一意性より

0 Sn Sn Cok(φ0) 0

0 Sn
′

Sn
′

Cok(φ′
0) 0

φ0

∃α ∼= ∃β ∼= ∼=
φ′

0

という可換図式が得られるので、
Sn Sn Sn

Sn
′

Sn
′

Sn
′

φ0

α ∼=

ψ0

β ∼= α ∼=

φ′
0 ψ′

0

より (φ0, ψ0) ∼= (φ′
0, ψ

′
0). あとは (1.3)において行列のサイズを比較すれば p = r がわかる。

定義 1.18.

MFS(f)
def
= MFS(f)/[(1S , f), (f, 1S)]

とおく。CM(R) が Krull–Schmidt 圏なら、命題 1.17 より MFS(f) の対象は f の被約な行列因子化全体で
ある。

系 1.19 (Eisenbud の行列因子化定理 [Ei80, Corollary 6.3]). 定理 1.10 の圏同値 MFS(f)/[(1S , f)]
≃−→

CM(R)は圏同値
MFS(f)

≃−→ CM(R)
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を誘導する（Rが Gorensteinだから CM(R)は三角圏であり、この圏同値によってMFS(f)に三角構造を入
れることで三角同値と言える）。特に、CM(R)が Krull–Schmidt圏なら、対象の同型類を考えることで次の
全単射が得られる。

{f の被約行列因子化 }/ ∼= ∼−→ {非零自由因子を持たない CM R加群 }/ ∼=
[(φ,ψ)] 7→ [Cokφ]

証明. Cok(f, 1S) = Cok(S
f−→ S) = S/(f) = Rと CM(R) = CM(R)/[R]から従う。

注意 1.20. k を標数が 2ではない代数閉体とし、S = k[[x1, . . . , xd]]とするとき、次の三角同値が知られて
いる（Knörrerの周期性定理 [Yos, (12.10) THEOREM]）：

CM(S/(f)) CM(S[[y, z]]/(f + yz))

MFS(f) MFS[[y,z]](f + yz)

(φ,ψ)
([

φ yE
zE −ψ

]
,
[
ψ yE
zE −φ

])

≃

≃

≃ ≃

∈ ∈
例 1.21. 例 1.12で挙げた 2つの例はKnörrerの周期性定理によって関係している。実際、S = k[[x]], f = x2

として対象の同型類の対応を書くと以下のようになる：

{k[[x]]/(x)} {(x, y)}

{(x, x)} {([ x y
z −x ] , [

x y
z −x ])}

∼

∼

∼ ∼

2 整環を用いた言い換え
記号 2.1. 本節を通して、

Λ :=

[
S S
(f) S

]
とおく。これは S 代数である。また

e1 :=

[
1 0
0 0

]
, e2 :=

[
0 0
0 1

]
とおく。このとき 1Λ = e1 + e2 である。

命題 2.2. Λは Gorenstein S 整環である。（したがって CM(Λ)は三角圏である。）

証明. S 整環であることは、S 加群の同型 Λ ∼= M2(S) ∼= EndS(S
⊕2) ∼= S⊕4 から従う*3。具体的な基底とし

ては例えば、M2(S)の (i, j)行列因子を Eij として {E11, E12, fE21, E22}で与えられる。
Gorenstein性は、直既約射影加群の同型類

Λe1 =

[
S
(f)

]
, Λe2 =

[
S
S

]

*3 最初の同型 Λ ∼=M2(S)は S 代数の同型ではない（積を保たない）。
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が canonical dual (−)∨ := HomS(−, S) : CM(Λ)
≃−→ CM(Λop)によってそれぞれ

(Λe1)
∨ ∼−→

[
S f−1S

]
*4

∼−→
[
(f) S

]
= e2Λ, (Λe2)

∨ ∼−→
[
S S

]
= e1Λ

にうつされることから従う（(ΛΛ)
∨ ∼= ΛΛ ∈ proj(Λop)あるいは CM(Λ)が Frobenius圏となる）。

注意 2.3. 発表時の間違った説明についてここで補足する。Gorenstein性は、トレース形式

T : Λ× Λ → S; (x, y) 7→ Tr(xy)

が非退化結合的 S 双線型形式であることからわかると述べた。ここで非退化性は、S 線形写像{
lT : ΛΛ → (ΛΛ)

∨; x 7→ T (x,−)

rT : ΛΛ → (ΛΛ)
∨; y 7→ T (−, y)

が単射ということを意味する。このとき、双対 (−)∨ : CM(S)
≃−→ CM(S)より rT ∼= (lT )

∨ が全射だから rT

が同型、と説明をしたが、その後指摘があったように、この議論は間違いである。なぜなら、一般に CM(S)

は核で閉じないため、lT の単射性は完全圏 CM(S)において inflationであることを意味せず、したがって双
対 (−)∨ : CM(S)

≃−→ CM(S)によって deflation（これは全射）にうつると主張できないからである。
ちなみに、体上の有限次元多元環の場合は次元を比較することで rT が同型になるため、非退化結合的双線型
形式の存在から自己移入性、正確には Frobenius性を判定することができる（cf. [Lam2, (3.15) Theorem]）。

この S 整環 Λ上の Cohen–Macaulay加群を考えることは f の行列因子化を考えることと同じである。す
なわち、次の主張が成り立つ。

命題 2.4. 次の圏同値が存在する。
CM(Λ) ' MFS(f)

証明. 互いに準逆となる関手 Φ: CM(Λ) → MFS(f), Ψ: MFS(f) → CM(Λ) を構成する。これらの構成は、
下三角行列環上の加群の記述（[ARS, Chapter III, Proposition 2.2], [ASS, Appendix A, 2.7. Example]）の
類似である（注意 2.6も参照）。
まず、関手 Φ: CM(Λ) → MFS(f)を次のように定義する。

• M ∈ CM(Λ)とする。このときM は S 加群として有限生成自由であり、加法関手 ei · (−) : ModΛ →
Mod(eiΛei) ∼= ModS を用いて、有限生成自由 S 加群 e1M, e2M が得られる。今の場合は具体的に、
e1M には Λの左上の成分の S を、e2M には Λの右下の成分の S によって作用が与えられる。また、
S 線形写像 φ : e1M → e2M を、e1m ∈ e1M に対して

φ(e1m) :=

[
0 0
f 0

]
e1m =

[
f 0
0 0

]
m = e2

[
0 0
f 0

]
m ∈ e2M

で定める。さらに、S 線形写像 ψ : e2M → e1M を、e2m ∈ e2M に対して

ψ(e2m) =

[
0 1
0 0

]
e2m =

[
0 1
0 0

]
m = e1

[
0 1
0 0

]
m ∈ e1M

で定める。すると、 
[
0 1
0 0

] [
0 0
f 0

]
=

[
f 0
0 0

]
[
0 0
f 0

] [
0 1
0 0

]
=

[
0 0
0 f

]
*4 サマースクールでも何度か使われた同型 Λe1 : S

∼−→ HomS(Λe1, S) を使って計算している。この同型については、[BouAC,
Chapter II, §5.5, Proposition 9]に一般的な主張がある。
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からわかるように、(φ,ψ) ∈ MFS(f)である。そこで、

Φ(M) := (φ,ψ) =
([

0 0
f 0

]
: e1M → e2M, [ 0 1

0 0 ] : e2M → e1M
)

と定める。
• CM(Λ)における射 u : M → N に対し、uが Λ加群の準同型であることから u(eiM) ⊂ eiN であり、
さらに図式

e1M e2M e1M

e1N e2N e1N

[
0 0
f 0

]

u

[ 0 1
0 0 ]

u u[
0 0
f 0

]
[ 0 1
0 0 ]

は可換である。そこで Φ(u) := (u : e1M → e1N, u : e2M → e2N)と定める。
次に、関手 Ψ: MFS(f) → CM(Λ)を次のように定義する。

• 任意の (φ,ψ) = (φ : G→ F, ψ : F → G) ∈ MFS(f)に対して、

Ψ(φ,ψ) := F ⊕G

と定める。ここで F ⊕Gの左 Λ加群の構造は、通常の行列の演算のように、すなわち次で定義する。[
a b
cf d

] [
x
y

]
:=

[
ax+ bψ(y)
cφ(x) + dy

]
(a, b, c, d ∈ S, x ∈ F, y ∈ G)

例えば結合則は、次の計算と φψ = ψφ = f からわかる。([
a b
cf d

] [
a′ b′

c′f d′

])[
x
y

]
=

[
aa′ + bc′f ab′ + bd′

(ca′ + dc′)f cb′f + dd′

] [
x
y

]
=

[
(aa′ + bc′f)x+ (ab′ + bd′)ψ(y)
(ca′ + dc′)φ(x) + (cb′f + dd′)y

]
[
a b
cf d

]([
a′ b′

c′f d′

] [
x
y

])
=

[
a b
cf d

] [
a′x+ b′ψ(y)
c′φ(x) + d′y

]
=

[
a(a′x+ b′ψ(y)) + bψ(c′φ(x) + d′y)
cφ(a′x+ b′ψ(y)) + d(c′φ(x) + d′y)

]
この左 Λ加群 F ⊕Gを構造射 S → Λにより S 加群とみなしたものは S 加群 F,Gの直和 F ⊕Gと一
致し、後者は当然有限生成自由であるから、確かに F ⊕G ∈ CM(Λ)である。

• MFS(f)における射 (α, β) : (φ,ψ) → (φ′, ψ′)に対して、Ψ(α, β) := α⊕ β と定義する。
このように定義された Φと Ψが互いに準逆であることはほとんど明らかである。

安定 CM圏を考えると、S 整環 Λと超曲面局所環 R = S/(f)が次のように関係することがわかる。

系 2.5. 命題 2.4の圏同値 CM(Λ) ' MFS(f)は圏同値 CM(Λ) ' MFS(f)を誘導し、したがって（系 1.19と
合わせて）

CM(Λ) ' MFS(f) ' CM(R)

となる。
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証明. {Λe1,Λe2}が直既約射影左 Λ加群の同型類を与えるから、命題 2.4の圏同値 CM(Λ)
≃−→ MFS(f)によ

る Λe1,Λe2 の行き先がそれぞれ (1S , f), (f, 1S)に同型であることを示せば十分であるが、Λe1 については

e1Λe1 e2Λe1 e1Λe1

S (f) S

S S S

[
0 0
f 0

]
[ 0 1
0 0 ]

f

f

f ∼=

から、Λe2 については

e1Λe2 e2Λe2 e1Λe2

S S S

[
0 0
f 0

]
[ 0 1
0 0 ]

f

からわかる。

注意 2.6. 命題 2.4の圏同値は下三角行列環上の加群の記述の類似であると述べたが、実際にそれから誘導さ
れた圏同値になっていることがわかる（下の図式の左上部分）。要約も兼ねて、これまで得られた圏同値をま
とめた図式を以下に記す。

Mod
[
S 0
(f) S

]
Arr(ModS) ModS

ModΛ

CM(Λ) MFS(f) ModR

MFS(f)/[(1S , f)] CM(R)

CM(Λ) MFS(f) CM(R)

≃ Cok

≃
命題 2.4

pr1

≃
定理 1.10

≃
系 2.5

≃
系 2.5
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